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1 Motivation

In dieser Arbeit beschéftige ich mich mit der Anzahl von Zusammenhangskomponenten von
reell algebraischen Kurven.

Wir definieren fiir diese Arbeit allgemeine algebraische Varietdten von Kurven iiber folgende
Weise.

Definition 1. Es sei K ein Kérper und f : K® — K ein Polynom. Dann nennen wir

V() =A@, ) | flz1,... an) = 0}
die algebraische Varietit des Polynoms f im Affinen Raum A™(K).

Wir werden in dieser Frage die geometrische Gestalt der Kurven im affinen Raum A" (R)
untersuchen. Dies bedeutet, dass es um die tatsdchliche Darstellung in R™ geht, wir aber
gleichzeitig die algebraischen Strukturen iiber allen moglichen Zahlenrdumen (also auch C)
berticksichtigen.

Die Untersuchung von algebraischen Kurven spielte auch eine besondere Rolle in Hilberts 16.
Problem, bei dem er die spezielle Frage stellte, welche allgemeinen Aussagen sich iiber die
gegenseitige Lage von algebraischen Kurven treffen lassen. Insbesondere fragt er auch nach
deren Zusammenhangskomponenten.

Eine besondere Aussage diesbeziiglich ist der folgende Satz ([BoCoR091], Seite 286):

Theorem 1 (Harnack 1876). Eine nichtsinguldre algebraische Kurve von Grad d besitzt in

Py(R) héchstens (@d=1)d=2) | 4 Zusammenhangskomponenten. Genauer findet sich fiir jede

2
Zahl ¢ zwischen ﬁ W

komponenten.

und + 1 auch immer eine Kurve mit ¢ Zusammenhangs-

Hierbei werden die Kurven in der projektiven Ebene Po(RR) betrachtet.
Ich stelle jedoch bei meiner Analyse von Kurven in R? oder R? fest, dass es auch hier schein-
bar Regeln fiir die Anzahl an Zusammenhangskomponenten gibt. Auch Hilbert hat sich im
Jahr 1900 nicht mit dem Resultat von Harnack zufrieden gegeben. Nach Hilberts Fokus auf
Kurven sechsten Grades, gelang es Dmitri Andrejewitsch Gudkov im Jahr 1969 sdmtliche
Kurven sechsten Grades zu klassifizieren [BoCoR091|. Kurven, welche die maximale Anzahl
an Zusammenhangskomponenten besitzen, werden als M-Kurven bezeichnet. Diese spielen
auch in Gudkovs Arbeit eine grofse Rolle. Doch ist es moglich auch Aussagen iiber die Anzahl
an Zusammenhangskomponenten von anderen Kurven zu treffen?
Dieser Frage mochte ich mich in dieser Arbeit widmen. Leider vermag ich es nicht, allgemeine
Aussagen zu beweisen, doch fiir bestimmte Félle, scheinen Regeln zu gelten, welche in dieser
Form bislang noch nicht formuliert sind.
In Abbildung 1 sind verschiedene Fille fiir Kurven zweiter Ordnung in R? dargestellt. Nach
dem Satz von Harnack konnen die Kurven mit Ordnung d = 2 nur keine oder eine Zusammen-
hangskomponente iiber Py(R) besitzen. Ich stelle mir in dieser Arbeit vielmehr die Frage, wie
ich den Fall der Hyperbeln (Zwei Komponenten in R?) von den Fillen der Ellipse oder der
Parabel unterscheiden kann. In Abbildung 1 sind Beispiele fiir Kurven irreduzibler Polynome
zweiter Ordnung zu sehen. Offensichtlich gilt der folgende Satz:

Theorem 2. Es sei f(x1,...,x,) ein reduzibles Polynom. Dies bedeutet, dass es Polynome
g1 und go gibt, mit der Figenschaft, dass f(x1,...,2y) = g1(x1,...,Tpn) - g2(T1, ..., 2y) gilt.
Dann setzt sich die durch f erzeugte algebraische Varietit V(f) = V(g1) UV (g2) aus der
Vereinigung der Varietdten von g1 und gs zusammen.

Beweis. Aufgrund des Satzes vom Nullprodukt ist die Gleichung
flxy,..zn) =g1(21, ..oy xn) - g2(z1, ...y xy) =0

genau dann erfiillt, wenn sie fiir g1 oder g9 erfiillt ist. Daher liegt ein Punkt (z1,...,z,) genau
dann in der algebraischen Varietdt V(f), wenn es in V' (g;) oder in V (g2) liegt. O
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Abbildung 1: Dargestellt sind die méglichen Félle irreduzibler Kurven zweiter Ordnung. Uber
Py (R) besitzen alle nur eine Zusammenhangskomponente (eine Kurve der Form 2% +y2?+72 = 0
hitte beispielsweise gar keine Zusammenhangskomponente). Uber R? ist dies jedoch nicht der
Fall.

Ellipse

N

Wir sehen also, dass ein Polynom der Form f(z,y) = 2> — 2y zwar von Grad 2 ist, sich

die entsprechende algebraische Kurve V' (f) jedoch als Vereinigung zweier Geraden ergibt.
Daraus resultiert meine weitere Untersuchung, wann man einem Polynom entnehmen kann,
reduzibel zu sein.

Tt —xy =

Abbildung 2: Dies ist die Nullstellenmenge der Funktion f(x,y) = 22 — xy. Es gilt f(z,y) =
x - (z —vy), weswegen sich die Kurve aus der Vereinigung zweier Geraden zusammensetzt.

2 Multivariable Polynome

Im ersten Abschnitt wollen wir algebraisch begriinden, wie wir Polynome in mehreren Va-
riablen verstehen. Dabei werden wir feststellen, dass die Variablen bei Polynomen vertauscht
werden konnen, ohne, dass dabei eine Veranderung der algebraischen Struktur oder der Geo-
metrie der erzeugten Kurven entsteht. Dies ist [Hu74| entnommen.

Theorem 3 ( Der Homomorphismus zwischen Kommutativen Ringen mit Eins).
Seien R und S kommutative Ringe, wobei ey das Einselement von R und €} das Einselement
von S ist. Es existiere ein Homomorphismus n: R — S. Fir jedes Element u € S kann der
Homomorphismus 1 eindeutig zu einem Homomorphismus n,: R[z] — S erweitert werden,
sodass ny(x) = u gilt. Diese Erweiterung ist eindeutig, und n bildet e; auf €} ab.
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Abbildung 3: Darstellung des Homomorphismus zwischen Kommutativen Ringen mit Eins

Beweis. Zuerst beweisen wir die Eindeutigkeit:
1y hingt von (n,u) ab.

Yag + a1x + agz? + ... + apz™ € R[z] betrachten wir die Wirkung 1, (ap + a1z + agz? +
...+ apx™). Weil n, eine Homomorphismus ist, gilt insbesondere Linearitdt und wegen

Nu(ao + a1x + agx® + ...+ apx™)
= nu(ao) + nula)nu(®) + ... + nulan)nu (=)
= nu(ao) + nular)u+ ... +nulan)u”

muss der Homomorphismus 7,, auf R[x] eindeutig sein, da 7, nur von n und u abhéngt.
Nun beweisen wir die Existenz.
Wir definieren 7, folgendermafen fiir alle Polynome ag + aix + asa? + ...... anz™ € Rlx:

Nulao + a1z + agz® 4 ......anx™) = n(ag) + nlar)u + .....n(an)u™
Damit sind die folgenden drei Dinge klar.

e 1), ist eine Abbildung von R]z] bis S.

e Die Einschrankung von n, auf R ist n, ndmlich ist n,|r = 7, insbesondere gilt damit
n(e1) = €

o 1), ist vertréglich mit den Ringeigenschaften von R[z|, denn n,(z) = nu(z) = nu(1x2x) =

elu = u.

Damit ist 7, ein Ringhomomorphismus, welcher nur von 7 und u abhangt.
O

Korollar 1. Die FEindeutigkeit des Polynomrings in einer Variablen bis auf Iso-
morphie

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Fir die Polynomringe R[x] und Rly] tber R gilt
R[z] = R[y].

Beweis. Wir haben schon (1) = 1. Wir konnen zeigen, dass seine Erweiterung ein Homomor-
phismus ist.

iy : R[z] — R[y]
iy(z) =y
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Abbildung 4: Ringhomomorphismus von R[x] nach R]y]

Wir konnen zeigen, dass i, ein Isomorphismus von R[z] nach R[y] ist.

Daher erhalten wir die Eindeutigkeit des Polynomrings in einer Variablen bis auf Isomorphie.
O

Bemerkung 2.1. Mithilfe von Korollar 1 konnen wir begrinden, warum es Polynomringe in
mehreren Variablen gibt. Wir verwenden einen konstruktiven Beweis, dhnlich wie bei eindi-
mensionalen Polynomringen. Weil R[x1] ein kommutativer Ring ist, kénnen wir nun sinnvoll
den Ring

R[:cl,azg] = R[xl][xg]

definieren. Dies ist daher ebenfalls ein kommutativer Ring. Aufgrund von Korollar 1 ist dies
wohldefiniert, da R[x1][x2] = R[xo][x1]. Schlieflich erhalten wir rekursiv die Definition von
R[z1,x9,...,2,] := R[x1, ... Tp_1][xs].

Insbesondere bedeutet dies, dass im zweidimensionalen Fall, also in R[x,y] die Variablen x
und y gleichberechtigt sind.

3 Zerfallungskorper und Galoisgruppen von Polynomen in meh-
reren Variablen

In der Galoistheorie werden die Symmetrien der Nullstellen von Polynomen untersucht.
Dies ist auch fiir Polynome in mehreren Variablen méglich, bei denen die Nullstellenmengen
dann algebraische Varietéten definieren. In diesem Abschnitt soll erldutert werden, wie man
die Galoisgruppen und damit die Symmetrieeigenschaften der algebraischen Varietdten be-
stimmt. Dazu mochten wir die Zerfallungskorper der Polynome bestimmen. Dies sind die
kleinstmoglichen Kérper iiber denen das Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Die monovaria-
ble Galois-Theorie ist [Hu74| entnommen. Die multivariable Galois-Theorie wird tiblicherweise
mit Hilfe der Motivtheorie behandelt, wie in [CoMal. Daher wurde dieser Aspekt fir diese Ar-
beit im Sinne der klassischen Galois-Theorie {iberarbeitet, weswegen die einzelnen Aussagen
und die Anleitungen hier explizit angegeben werden.

3.1 Zerfillungskorper eines Polynoms der Form ¢, (x)gs(z) € G[x]

G|z] bezeichne den Polynomring mit Koeffizienten im Korper G. Fiir ein Polynom g(x) € G|x]
verwenden wir hier die Notation

(9(x)) == {h(z) - g(2) | h(z) € G[X]}



fiir die Beschreibung des Ideals von g(x) im Polynomring.
Wir starten mit einem Polynom der Form gy (z) - g2(x).

3.1.1 Anleitung zur Bestimmung des Zerfiallungskorpers ¢, (z)g2(z) € G|z]

Zunéchst werden die Polynome auf Irreduzibilitit iiberpriift. Angenommen g¢;(z) und go(x)
seien irreduzibel. Dann untersuchen wir, ob gi(z) € <961¥E?) zerfallt. Falls dies nicht der Fall
ist, so fiigen wir die entsprechende Nullstelle zu G hinzu. N>ach und nach werden so alle Null-
stellen aq, ..., ar von g; hinzugefiigt, die nicht bereits iiber einem anderen Korper zerfallen.
Auf diese Weise erhélt man den Zerfallungskorper K1 = G(ay, ..., ag).

Nun wird der Prozess mit dem irreduziblen Polynom gs(z) weitergefithrt. Der Polynomring

wird aber direkt {iber dem Zerfallungskorper K |[x] betrachtet. Wir schauen, ob gs(z) € é(;([f%

zerfallt. Falls nicht, so fiigen wir die Nullstellen (genau wie zuvor) dem Zerfallungskorper hin-
zu. Letztlich erhalten wir iiber die Korpererweiterung mit den entsprechenden Nullstellen
B1, ..., 0 den Zerfallungskorper des gesamten Polynoms, ndmlich K = Ky(f1,...,[5]).

Falls ¢g1(z) oder ga(z) reduzible Ploynome sind, so konnen wir g;(x) oder go(x) fakto-
risieren, beispielsweise in der Form g¢;(x) = t1(z)ta(z). Nun lasst sich der Prozess auf die
Polynome ¢;(x) und to(x) anwenden. Damit ist auch dieser Fall behandelt.

3.2 Galoistheorie fiir ein Polynom in mehreren Variablen

Wir betrachten zunéchst einen Spezialfall und untersuchen Polynome der Form F(z,y) =
fi(@)fa(y) € Fla]lyl.

Mit dem Vorwissen iiber den Zerfallungskorper von Produktpolynomen in einer Variablen kon-
nen wir nun Aussagen liber den Zerfallungskoérper von Produktpolynomen in zwei Variablen
machen.

3.2.1 Anleitung zur Bestimmung des Zerfiallungskorpers von F(z,y) = fi(x) fa(y) €
Flz][y]

Wie im vorherigen Abschnitt konnen wir annehmen, dass f1(z) und fa(y) irreduzibel sind, da
ansonsten die entsprechenden Faktorisierungen gewahlt werden kénnen.

Wir schauen, ob fi(z) € gc[lx(}f)/% zerfallt. Wenn nicht, so fiigen wir die Nullstelle, wie in An-
leitung 3.1.1 hinzu. Wir erhalten damit den Zerfallungskérper K von fi(z) € F[z][y]. Mit

der gleichen Methode analysieren wir, ob fa(y) in % zerfillt. Am Ende erhalten wir den

Zerfallungskorper von F(z,y) = fi(z) f2(y) € F[z][y].

Beispiel 3.1. Wir betrachten die Polyonme fi(x) = 22 —2 und fao(y) = y> — 3 diber Q, welche
als Produkt das Polynom F(z,y) = fi(x)fa(y) = (% — 2)(y® — 3) € Q[z][y] bilden.

Der Zerfillungskorper von fi ist Ky = Q[v/2], fo zerfillt jedoch nicht iiber K [x][y]. Wir fiigen
die Nullstelle von fo dem Korper Ky hinzu. am Ende bekommen wir den Zerfillungskdper von

F(.%',y) = fl(x)f2(y) - (:[’2 - 2)(y3 - 3) € Q[HJHy], es st K = Q[ﬂv \3/§7w] mat (w - e%)
An dieser Stelle kénnen wir nun auch den Grad der Erweiterung bestimmen.

[Q[V2, V/3,w] : Q]

[QV2, V3,w] : QIV3,w]] - [Q[V3,w] : Qw]] - [Qluw] : QJ
2-3-2=12

(K : Q]

Denn es gilt [Q[w] : Q] = 2 wegen w? +w +1 = 0.
Die Struktur der Gruppe:

Gal(Q(v2)/Q) = Zy Gal(Q(V/3,w)/Q) = S,



da /3w = \3/56% die symmetrische Gruppe S3 erzeugt.
Das direkte Produkt:

Gal(L/@) = ZQ X Sg
Daher ist die Galois-Gruppe:

Gal(L/Q) = ZQ X Sg

Abbildung 5: Dargestellt ist die Kurve aus Beispiel 3.1. Sie setzt sich aus zwei Teilen zu-
sammen. Wihrend die Kurve durch fi(x) = 2 — 2 die beiden vertikalen Geraden definiert,
welche iiber Zy vertauscht werden kénnen, definiert fa(y) = y® — 3 eine horizontale Gerade.
Die Symmetrie der Galois-Gruppe S3 betrifft hier die Vertauschung in der komplexen Ebene.
In R? ist lediglich die Linie fiir \:s/ge%'3 sichtbar. Dennoch besitzt die Kurve nicht drei Zu-
sammenhangskomponenten, sondern nur eine. Dies liegt daran, dass sie zwei singulare Punkte
besitzt, an denen die drei Geraden miteinander verbunden sind.

Bemerkung 3.1. Die Betrachtung dieses Beispiels zeigt das Verfahren zur Bestimmung des
Zerfillungskorpers und auch des Grades der Erweiterung. Dieses Verfahren ist individuell auf
die angegebenen Polynome anzuwenden. Wir stellen aufledem fest, dass alleine die Betrach-
tung der Galois-Struktur nicht ausreicht, da die einzelnen Komponenten sich auch schneiden
kénnen. Dies bedeutet aber, dass an diesen Stellen sogenannte singuldre Punkte vorliegen.

Definition 2. Es sei F(x1,...,2,) ein Polynom iiber einem Koérper K und P € V(F) C
A™(K) ein Punkt auf der algebraischen Varietét von F. Dann heifit

o P singuldrer Punkt, falls fir alle Koordinaten gilt, dass

6F(x1,...

,iL‘n) 8F(£L’1,
Pl\=...=2 —~ " 7
om D)

» Tp)
P)=0
Dz, (P)
vorliegt.

e Andernfalls heift P glatter Punkt.

Kurven mit singuldaren Punkten kénnen somit grundsétzlich Zusammenhangskomponenten
miteinander verbinden ohne, dass dies {iber die Galois-Theorie direkt erkennbar ist.



3.2.2 Galoistheorie fiir Polynome der Form F(x,y) = fi(x) + f2(y) € F[x][y]

Als néchstes sollen Polynome der Form F(z,y) = fi(x) + fa(y) € F[z][y] in zwei Variablen
untersucht werden. Auch hier kann man mit derselben Methode aus Anleitung 3.2.1 vorgehen.

Beispiel 3.2. Wir haben fi(z) = 2? — 2 und fo(x) = 3> — 3, ndmlich haben wir F(z,y) =

fi(@) + fa(y) = 2% +y° = 5 € Ra][y]
Die gegebene Gleichung kann dquivalent wie folgt umgeschrieben werden:

Um den Zerfillungskorper zu bestimmen, missen wir alle moglichen Losungen (x,y) finden.
Diese Lisungen umfassen:

e Die Wurzeln von x = £+/5 — y3.

e Die Wurzeln von y> =5 — x2, was ein kubisches Polynom ist.

Der Zerfillungskérper enthdlt also:

1. Die Wurzeln des kubischen Polynoms i° — yo = 0, wobei vy eine konstante Zahl ist.
2. Die Wurzeln des quadratischen Polynoms z* — (5 — y®) = 0.

Daraus ergibt sich der Zerfallungskorper als:

K:R(V5_y37w)7

2mi/3 eine primitive dritte Einheitswurzel ist.

wobei w = e

Die Galois-Gruppe ist die Gruppe der Automorphismen des Zerfillungskdrpers K diber
dem Grundkdrper R. Diese Automorphismen sind Symmetrien, die die Grundoperationen un-
verdandert lassen. Es gibt zwei Symmetrien:

1. Vertauschung der Wurzeln von x = ++/5— y3: Diese Symmetrie entspricht der
quadratischen Gleichung x* — (5 — y®) = 0. Die zugehdrige Gruppe ist isomorph zu Zs,
da es zwei Wurzeln gibt.

2. Symmetrie der Wurzeln der kubischen Gleichung y> — 3o = 0: Diese Symmetrie
entspricht den drei Wurzeln des kubischen Polynoms. Die zugehdorige Gruppe ist Sz (die
symmetrische Gruppe auf drei Elementen).

Falls 5 —y® > 0 stets gilt, bleibt die Gleichung definiert iiber R, und die Galois-Gruppe ist
das direkte Produkt:
G = Z2 X Sg.

Die Anwendung der Galois-Theorie auf diese Kurve ldsst vermuten, dass es sich um zwei Zu-
sammenhangskomponenten in R? handelt, denn auch hier erhdilt man eine Spiegelung (durch
Zo) der Wurzeln © = ++/5 —y> an der Achse x = 0. S3 beschreibt wie in 3.1 eine Vertau-
schung der Kurven in der komplezen Ebene. Dies fiihrt zu keinen weiteren Zusammenhangs-
komponenten in R2.

Betrachten wir nun jedoch Abbildung 6, so stellen wir fest, dass die Wirkung von Zs keine zwei
Komponenten erstellt. Dies liegt daran, dass die Gleichung fiir alle x € R Nullstellen liefert
und damit der linke Ast (fiir v < 0) und der rechte Ast (fir x > 0) an (0,v/5) miteinander
verbunden sind. Die Kurve besitzt daher in R? lediglich eine Zusammenhangskomponente.
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Abbildung 6: Die Kurve aus Beispiel 3.2
in R?. Man erkennt deutlich, dass es in R? nur eine Zusammenhangskomponente gibt.

Abbildung 7: Das Verstdndnis der Kurve aus Beispiel 3.2: Die dargestellte Fliache entsteht
durch die Bewegung der Scheitelpunkte unzéhliger Parabeln (im zz-Ebene) entlang einer Kur-
ve, die durch eine kubische Funktion (in yz-Ebene) beschrieben wird. Zu sehen ist der Schnitt
mit der zz-Ebene (links), mit der yz-Ebene (Mitte) und eine Total in der 3D-Projektion
(rechts)

Bemerkung 3.2. Fir die Kurve aus Beispiel 3.2 haben wir tiber die "Multi-Galois Theorie’
G = Zs x S3 ermittelt. Betrachtet man (z,y) € C?, also (z,y) = (u + vi,m + ni) € C?, so
kénnen wir etwas Interessantes entdecken. Wir legen x oder y fest, und stellen die 3. Achse
als (u,v,|f|) oder (m,n,|f|) auf. Die entsprechenden Plots sind in Abbildung 8 zu finden.

Das sieht sehr interessant aus, wenn wir = festlegen. Wir finden, dass es zwei 'Gruben’
oder ’Locher’ gibt, und wenn wir y festlegen, finden wir, dass es drei ’Gruben’ oder 'Locher’
gibt. Allein aus der Galois-Gruppe lésst sich jedoch nicht erkennen, wie der Zusammenhang
zwischen den ’Lochern’ und den Gruppen Zs und Sz aussieht.

Wir stellen folgendes Ergebnis fest:

Bemerkung 3.3. Die Galois-Gruppe eines Polynoms f beschreibt die Symmetrie der Null-
stellenmengen der zugehdorigen Varietit V(f).

o Fiir jede Nullstelle, die bei der Korpererweiterung hinzugefiigt wird, beschreibt die zuge-
horige Galois-Gruppe die Symmetrie.

o [st die Nullstelle rein reell, so werden entsprechend viele Zusammenhangskomponenten
erzeugt. Dabei entsteht nur dann eine neue Zusammenhangskomponente, wenn bei der
Symmetriegruppe kein kontinuierlicher Ubergang vorliegt, so wie in Beispiel 3.2 fiir x > 0
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Abbildung 8: Darstellung von u,v und |f| im linken Plot sowie n,m und |f| im rechten Plot
in der komplexen Ebene

und x < 0. Auflerdem muss die Kurve noch auf singuldre Punkte untersucht werden,
da mdéglicherweise verschiedene Komponenten der Kurve an diesen zusammengefihrt
werden.

o Wird eine Komponente iiber komplexe Nullstellen hinzugefiigt, so entsteht entweder eine
oder keine reelle Zusammenhangskomponente, je nachdem ob der Grad des Polynoms
gerade oder ungerade ist.

Daher wird deutlich, dass die Galois-Gruppe eines Polynoms groften Aufschluss iiber die
Zusammenstellung der Zusammenhangskomponenten gibt. Weiterhin muss die Kurve aber
auch auf singuléare Punkte tiberpriift werden.

Ist das Polynom irreduzibel, so ist es sehr interessant die zugehdrige Galois-Gruppe zu unter-
suchen. Dies resultiert in einer Fragestellung, die es weiter zu untersuchen gilt:
Fragestellung: Wir untersuchen die Kurve V(f) eines Polynoms von Grad n. Angenommen

e Das Polynom ist irreduzibel,
e Die Galois-Gruppe von f ist maximal Gal(f) =S,
e Die Kurve besitzt keine singuldren Punkte.

Welche zusétzlichen Eigenschaften muss f besitzen, um sicher sein zu konnen, dass die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten gerade n betriagt und die Galois-Gruppe damit die Sym-
metrie zwischen den verschiedenen Komponenten beschreibt?

Wir haben bereits gesehen, dass man sicherstellen muss, dass die Komponenten entlang der
Symmetrie nicht miteinander verbunden sind (wie in Beispiel 3.2). Hier entsteht schlieflich nur
eine Zusammenhangskomponente in A?(R). Wir haben in unserer bisherigen Untersuchung
beispielsweise festgestellt, dass Kurven, welche aus symmetrischen Polynomen entstehen (und
somit automatisch eine Symmetrie beziiglich der x = y-Achse besitzen) die Untersuchung ver-
einfachen. Dies ist in Abbildung 9 an einem symmetrischen Polynom von Grad 5 zu erkennen.

Wie aber erkennt man, ob ein Polynom irreduzibel ist oder nicht? Dies soll im Folgenden
untersucht werden.

4 Darstellung von Polynomen in mehreren Variablen

Wir haben gesehen, dass es einfach ist Kurven von reduziblen Polynomen auf ihre irreduziblen
Komponenten zuriickzufiihren (sieche Theorem 2). Mit Anleitung 3.2.1 ist es ebenso einfach die
Galois-Gruppe eines multivariablen Polynoms der Form F' = fi- fo zu bestimmen. Sobald aber
das Polynom aus der Summe irreduzibler Polynome zusammengesetzt wird, ist es sehr schwer

10



Abbildung 9: Ein symmetrisches, irreduzibles Polynom von Grad 5 ohne singuldre Punkte,
ohne Absolutterm und mit maximaler Galois-Gruppe erfiillt die Bedingungen fiir 5 Zusam-
menhangskomponenten. Doch welche weiteren Bedingungen benétigt man, um zu verhindern,
dass es keine geschlossenen Komponenten gibt?

herauszufinden, wie die Galois-Gruppe aussieht und damit auch sehr schwer zu entscheiden,
wie die Zusammenhangskomponenten der Kurve zueinander stehen.
Kann es gelingen ein multivaribales Polynom mit Hilfe von Division zu reduzieren?

4.1 Faktorisierung von Polynomen in einer Variablen

Im Falle einer Variablen ist es immer moglich dies zu tun. So Lésst sich die folgende Umfor-
mung machen

Flr)=23+22 ~z+ 1=z -(2°+22 - 1)+ 1= fi(2) - falz) +r,

es ldsst sich somit fiir jedes F' sofort eine Paarung fi, fo,r finden mit deg(r) < deg(f1) <
deg(f2) < deg(F) finden. Dies geht nach folgender Anleitung;:

Lemma 1. Es sei F(x) ein Polynom von Grad deg(F') = d. Dann gibt es durch das folgende
Verfahren eine Zerlequng von F':

e Wihle ein Polynom fi von Grad deg(f1) < d.
e [ihre nun eine Polynomdivision F/fi durch.
e DBrich diese Division gerade dann ab, dass der Restterm r noch ein Polynom ist.

Auf diese Weise entsteht eine Zerlequng F(x) = f1(z) - fo(x) + r(x) mit deg(r) < deg(f2) =
d — deg(f1)

Beispiel 4.1. Im Fall von mehreren Variablen geht dies nicht so einfach, denn es gilt bei-

spielsweise
1 1 1
:Elzn% + x120 + 423 = :L'% <ac% + —xz9 + 4m32>
I I :El

Obwohl deg(z?) = 2 < deg(F) ist, entsteht keine valide Zerlegung, denn ix% + ixg + 4x3$—1%

ist kein Element von F[xy,...,x3]. Auf diese Weise gelingt es also nicht eine Darstellung als
F = f1-fa+r zu finden.

11



Fiir n > 1 kénnen wir den Grad eines n-variablen Polynoms somit nicht effektiv reduzieren.
Das bedeutet, dass F|x1,x,...,2,] keine Division mit Rest besitzt, und wir daher den n-
variablen Polynomring nicht aus der Perspektive der Division mit Rest untersuchen kénnen.
Trotzdem konnen wir die Divisionsbeziehung immer noch definieren, ndmlich kénnen wir
F(xi,...,xn) = fi(z1,...,2,) fo(21,. .., xy,) definieren, wie wir durch die folgende Aussage
sehen werden.

Theorem 4. Der Polynomring in n Variablen dber einem eindeutigen Faktorisierungsring ist
selbst ein eindeutiger Faktorisierungsring. Dies bewirkt, dass sich Polynome in n Variablen
eindeutig faktorisieren lassen.

Beweis. Wir wissen bereits, dass der Polynomring in einer Variablen {iber einem eindeutigen
Faktorisierungsring selbst ein eindeutiger Faktorisierungsring ist. Nun nehmen wir an, dass
der Polynomring in (n—1) Variablen iiber einem eindeutigen Faktorisierungsring ebenfalls ein
eindeutiger Faktorisierungsring ist. Da der Polynomring in n Variablen als ein Polynomring
in einer Variablen iiber dem Polynomring in (n — 1) Variablen betrachtet werden kann, folgt
offensichtlich, dass der Polynomring in n Variablen {iber einem eindeutigen Faktorisierungsring
ebenfalls ein eindeutiger Faktorisierungsring ist. O

Dies soll im folgenden untersucht werden. Zunéchst betrachten wir ein Beispiel.

4.2 Die Faktorisierung von quadratischen Polynomen in mehreren Varia-
blen

Beispiel 4.2 (Faktorisierung einer quadratischen Gleichung in zwei Variablen). Den
einfachsten nichttrivialen Fall stellt die Faktorisierung Funktion von Grad 2 in zwei Variablen
dar. Denn, falls f(x,y) = ax? 4+ bry + cy? +dx + ey + f = 0 sich faktorisieren lisst, dann hat
die Faktorisierung eindeutig die Form (ax + By + p)(gx +ry +s) = 0.

Wir méchten die auftretenden Fille klassifizieren und fihren dazu eine Transformation durch.
Dazu setzen wir

A :=b% — dac
A, :=d? —4daf
Ay = e? —def

Mithilfe dieser Transformation ldsst sich die notwendige und hinreichende Bedingung fir die
Faktorisierbarkeit einer quadratischen Gleichung in zwei Variablen einfach darstellen. Diese
Umformung entstammt [Zhang].

A = b2 4acZO
A, =d*—4daf >0
Ay=e*—4cf>0
d = ae? +cd® + fA

S

A st die Diskriminante der Gleichung und A, und A, erweitern diese Idee auf die Fak-
torisierbarkeit. Daher erhdlt man drei mdgliche Fille fir die Darstellung des faktorisierten
Polynoms.

i[Qam+<b+f)y+d+F] 202+ (b= VA) y+d— VA,| falls (bd — 2ae > 0)
f(z,y) = i [2ax +(b+VA)y+ d} : |:2(2LI‘ + (b= VA)y+ d] falls (bd — 2ae = 0)
%[zaﬁ(mf)wd VA 200+ (b= VA) y+d+ VA,] falls (bd — 20e < 0)

Beispiel 4.3 (Faktorisierung eines héhergradigen Polynoms). Bei einem héhergradigen
Polynom fdllt es sehr schwer zu erkennen, ob dieses faktorisierbar ist. Liegt beispielsweise eine
solche Gleichung f(z,y) = 0 vor, so ist die Geometrie der zugehirigen algebraischen Kurve
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kaum zu erkennen. f(z,y) =2 +a* y—T72* +223 2 —12 23 y+30 23 +2 22 3 — 18 22 92 +
42 22 y—50 224z y*—12 2 3 +30 > +12  y—31 x+y°—11 y*+42 y>—46 y>—43 y+57 =0
Fiihrt man jedoch die entsprechende Faktorisierung durch und formt diesen Term, so erhdlt
man die dquivalente Darstellung

flzy)=(z+y—3) (2> +y*>—1) <($—2)2+(y—4)2—1>:0

Und nun ist es offensichtlich, dass es sich um drei Zusammenhangskomponenten handelt, da
die Kurve sich aus einer Geraden und zwei Kreisen zusammensetzt.

Im Falle nur einer Variablen fillt die Darstellung F'(z) = fi(x) - fa(x) +r(z) nach Lemma
1 leicht. Im multivariablen Fall funktioniert diese Methode nicht mehr, wie wir in Beispiel 4.1
gesehen haben. Allerdings gibt es fiir die hoherdimensionalen Fille als Kriterien zur Bestim-
mung der eindeutigen Faktorisierbarkeit das Eisenstein-Kriterium (siehe [Bo09]).

Theorem 5 (Eisensteinkriterium). Sei P(x1,z2,...,%y) € Z]x1, %2, ..., Ty] ein Polynom und
p eine Primzahl. Falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Der fiihrende Koeffizient von P(x1,x2,...,xy) (hinsichtlich der Ordnung der Variablen)
18t micht durch p teilbar.

2. Alle tibrigen Koeffizienten von P(x1,x2,...,xy,) sind durch p teilbar.
3. Der konstante Term (falls vorhanden) von P(x1, T2, ..., xy) ist nicht durch p? teilbar.
Dann ist P(x1,x2,...,xy,) irreduzibel im Polynomring Z[x1,xa, ..., xy).

Wie aber geht man vor, wenn das Eisensteinkriterium nicht anwendbar ist? Daher m&chten
wir nun zunéchst fiir einfache Polynome in mehreren Variablen eine Bedingung finden.

Definition 3 (Koeffizientenmatrix). Es sei F' ein quadratisches Polynom in n Variablen.
Dann besitzt F' eine Darstellung in der folgenden Form

2
F(xy,x2,...,2,) =c1127 +crox1T2 + ... FC1n®1Tn + C1n+171
2
+caxy + ... +ConT2Ty + €2 04172
+ ...

2
+cpnx;, + Cnn+1Tn

+Cn+1,n+1

Diese kénnen wir nun in ihre quadratische Form tiberfithren. Das Polynom lésst sich eindeutig
iiber eine Koeffizientenmatrix der Form

€11 €12 €13 ... Cin Cln+1
0 c2 c23 ... Con  Comyl
C= 0 0 C33 ... C3p C3n+1 (1)
0 0 0 e 0 Cn+1,n+1

beschreiben. Denn verwenden wir nun den erweiterten Variablenvektor

Tn
1

so erhalten wir die Darstellung von F' in der Form F(x1,...,2,) = X7 CX.
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Theorem 6 ( Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Zerlegung eines
quadratischen Polynoms mit mehreren Variablen). Sei F(z1,...,x,) ein quadratisches
Polynom mit n Variablen tiber dem reellen (komplexen) Zahlenkorper, und sei C die zugehdérige
Koeffizientenmatriz mit F(xy,...,z,) = XTCX, (siche Definition 3). Dann ist F genau
dann faktorisierbar - es existiert also eine Darstellung der Form

F(xi,...,2n) = (@121 + -+ + anTp + apy1)(brx1 + - 4+ bpxpn + bpt1),
wenn es eine (n+1)-dimensionale reelle (komplexe) schiefsymmetrische Matriz C' gibt, sodass
F(x1,...,z,) = XT(C+Q)X,
und eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. C+Q ldsst sich direkt diber das Tensorprodukt eines Vektors mit einem Kovektor schrei-
a
ben, also C+Q = |...| [b1,...,bnt1]-

an

2. Die Elemente von zwei beliebigen Zeilen (oder Spalten) von C + Q sind paarweise pro-
portional.

3. Alle 2 x 2-Unterdeterminanten von C + Q sind gleich null.

4. Der Rang von C + Q ist gleich 1.

Beweis. Nach [Hu74] sind die Bedingungen 1. bis 4. dquivalent zueinander. Wir beweisen

daher lediglich die Aquivalenz der Faktorisierung mit Bedingung 1.

Es gelte F(x1,...,zy) = (114 + an®n + ant1) (0121 + - - - + bpZp + bpt1),. Wir definieren
a

fiir die Kurznotation G = |...| , H = [b1, ..., by+1] und multiplizieren damit die faktorisierte
an

Darstellung von f aus.

flz1,...;zn) = (@121 + -+ + an®p + ang1)(brz1 + - + bpp + byg1)

a161 a1b2 e albn_H
— (XTQ)HX) = XT(GH)X = xT | @b abz ey
ant1b1  apy1ba ... angy1bpg
aibr aibs + agby arbz +azby ... aibpyq + ang1br
_ XT 0 asby agbs +agbe ... asbpi1 + any1bo X
0 0 0 .. Cn+1bn41

Dies gilt, weil die Eintrige in der Koeffizientenmatrix jeweils die Koeffizienten des Polynoms
beschreiben. Der Koeffizient vor x;x; ergibt sich aber aus a;b; und a;b;. Damit haben wir
nun also eine Dreiecksmatrix, die sich aus der Summe zweier Matrizen darstellen lasst. Wir
kénnen nun genauer die Eintrdge der Matrizen C' und @ angeben.

Nach der Darstellung in Definition 3 erhalten wir somit die Beschreibung

cii = aibi, ¢ = ab; + ajb; fiir i < j
Wir definieren dann
—ajb; falls i <j
qij = 0 falls i=7,
a;bj falls i >j
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fir jedes 4,7 = 1,2,...,n + 1, gibt es nun eine schiefsymmetrische Matrix @ = (g;;). Dann
haben wir

f(ajla .. '7xn) = XT(C + Q)X
wobei
C+Q=H-G

gilt. Damit ist die erste Richtung bewiesen.
Betrachten wir nun die Riickrichtung: Angenommen es gilt

F(l’l,..-,l'n) :XT(C+Q)X7

ai

mit C+Q = |...| [b1,...,bp41]- Dann muss man jedoch nur die Matrizen ausmultiplizieren
an

und erhalt sofort das Ergebnis

F(z1,...,2n) = (@121 + -+ + anp + apt1) (b1 + -+ - + bpxy + byy1).
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Beispiel 4.4. Wir betrachten ein Polynom zweiten Grades in drei Variablen und mdchten
Theorem 6 anwenden.

o Essei F(x,y,2) = 202 + 5xy + 3xz — 22+ 2y + 3yz — y + 22 — 2. Dann kénnen wir die
Koeffizientenmatrixz C bilden und erhalten

2 5 3 -2

2 3 -1

C= 1 -1
0

Nach Theorem 6 suchen wir nun eine schiefsymmetrische Matriz Q, sodass C+@Q) Rang 1
besitzt (4). Dies ldsst sich einfach konstruieren, da alle Spalten von C + Q kollinear zur
letzten Spalte von C' sein miissen, gleichzeitig die Diagonaleintrige aber nicht gedindert
werden konnen, weil Q auf der Diagonale nur Nullen stehen hat. Somit kénnen wir
eindeutig eine Matriz Q konstruieren mit

2 4 2 —2 2 5 3 —2 0 -1 —1 0
12 1 -1 2 3 1 1 0 -2 0
C+Q=1, 5 1 ;4 1 —1]7l1 2 o o
000 0 0 00 0 0

Damit ist F(x,y, z) faktorisierbar und es gilt F(z,y,2z) = (x +2y+2z—1)- 2z +y+ 2)

o Verdndern wir die obige Funktion ein wenig und verwenden die Koeffizientenmatriz

2 5 3 -2
2 3 -1
C= 1 -1
1
so ldsst sich keine passende Matriz Q finden, denn nun miisste jede Spalte von C' + Q
-2
kollinear zu :1 sein. Insbesondere muss dann, weil c33 = 1 ist, die dritte Spalte den
1
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Ausdruck besitzen. Dies definiert aber den FEintrag qu3 = —1. Weil Q schiefsym-

2
1
1
-1
metrisch sein muss, ist somit g4 = 1. Damit miisste aber —1 = ¢34 = ¢34 + q34 = 0
gelten, was falsch ist. Es gibt somit nach Theorem 6 keine Faktorisierung dieses Poly-

noms, es ist irreduzibel.

Bemerkung 4.1. Wir kénnen den Fall fir den zweiten Grad auf den m-ten Grad erweitern,
das heifit, wir miissen die Matrizen durch Tensoren ersetzen und das Skalarprodukt durch das
Tensorprodukt.

Dies bedeutet, dass wir eine algorithmische Methode gefunden haben, um Polynome auf Linea-
risierung zu untersuchen. Lisst sich eine Gleichung vollstdndig in lineare Polynome zerlegen,
so konnen wir damit auch bestimmen, wie viele zusammenhdngende Komponenten sie genau
hat, da lediglich die Linearkomponenten verglichen werden miissen. Beispielsweise findet man
mit dieser Methode eine Linearzerlegung von

fz,y) =2 +622y+122y° —2 489> -2y = (x +2y+ 1)(z + 2y + 0)(z + 2y — 1).

Damit wird deutlich, dass V (f) aus drei parallelen Geraden besteht und es somit drei Zusam-
menhangskomponenten gibt.

Bemerkung 4.2. Den von uns betrachteten Fall von quadratischen Polynomen in n Varia-

blen, konnen wir auf dhnliche Weise auf Polynome beliebigen Grades in zwei Variablen iber-

tragen. Liegen lediglich zwei Variablen x und y vor, so kénnen wir symbolische Vektoren der
m.n yn

Formx =] : | undy = | : | verwenden, um damit die Polynome mit einer Koeffizien-

0 yO

tenmatriz A als F(x,y) = y? Az darzustellen. Im Spezialfall von symmetrischen Polynomen
i x und y ldsst sich die Gesamtinformation des Polynoms wieder in einer Dreiecksmatrix
erfassen, sodass maoglicherweise eine dhnliche Methode wie in Theorem 6 angewendet werden
kann, um die Irreduzibilitdt zu tberprifen.

X

5 Fazit und Ausblick

Bei der Untersuchung algebraischer Varietdten haben wir die Galois-Theorie verwendet, um
Aussagen iiber die Anzahl ihrer Zusammenhangskomponenten zu treffen. Dabei haben wir
festgestellt, dass die Galois-Theorie zwar Hinweise auf die Gestalt der Kurven gibt, sie alleine
jedoch nicht ausreicht, um die Kurven zu klassifizieren.
Des weiteren haben wir uns auf einen Spezialfall fokussiert, ndmlich dass ein reelles quadrati-
sches Polynom in n Variablen in Linearfaktoren zerlegt werden kann. Diese Methode kénnen
wir auf beliebige reelle Polynome f(z1,x2,...,z,) vom Grad m in n Variablen erweitern. Mit
Hilfe von Theorem 6 kann dieser Spezialfall explizit untersucht werden.
Als néchsten Schritt miissen wir irreduzible Polynome in K[z, y] untersuchen. Natiirlich ist
die Anzahl ihrer zusammenhéngenden Komponenten iiber dem komplexen Zahlenfeld eins,
da ihre algebraischen Varietédten nicht als Vereinigung zweier algebraischer Varietdten ausge-
driickt werden konnen. Die Untersuchung iiber den komplexen Zahlen ist ein sehr bekanntes
Forschungsgebiet - in der klassischen algebraischen Geometrie werden Kurven in der Zariski-
Topologie betrachtet. Der Satz von Bézout kann als Fundamentalsatz der Algebra fiir zwei
Variablen verstanden werden. Letztlich kann man damit fiir irreduzible Polynome die Zariski-
Zusammenhangskomponenten bestimmen [MIT-Lecture|.

Ein weiterer Ansatz besteht darin, mithilfe der Clifford-Algebra Matrizen zu definieren,
um mehrdimensionale hochgradige Polynome im komplexen Zahlenfeld zu zerlegen, wie zum

16



Beispiel I(z2 + y?) = (A1x + A2y)?, wobei

1 0 0 i
A1_<0 —1)A2_(—i 0>

Die entscheidende Bedingung ist hier die Antikommutativitit der verwendeten Matrizen.
AiAs +AsA1 =0

6 Unterstiitzungsleistung

Beim Verfassen der schriftlichen Arbeit hat mich mein Projektbetreuer Christopher Tropp
unterstiitzt.
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