Topologische Klassifikation kubischer Flachen
in P’(R) anhand von
Julia-Implementierungen: 5 Fallbeispiele

YIMU MAO

Zusammenfassung

Deutsch: Dieser Artikel zeigt, wie mit der Programmiersprache Julia und computer-
algebraischen Bibliotheken eine automatische Klassifikation der topologischen Typen re-
eller kubischer Fldchen im projektiven Raum durchgefiihrt werden kann. Die Analyse
basiert auf vorgegebenen reellen kubischen Flichen. Der Code wurde von mir auf Ba-
sis von https://mathrepo.mis.mpg.de/27pAdicLines/JuliaCode.html erweitert. Das
Projekt entstand im Praktikum am Institut fiir Geometrie der TU Dresden (23. Juni —
4. Juli 2025).

Es wird gezeigt, wie Singularitidten berechnet, Glattheit gepriift und Zusammenhangs-
komponenten gezdhlt werden. Fiinf Beispiele veranschaulichen die topologischen Unter-
schiede.

Bis auf die gepriiften linearen Transformationen kann fiir die Ergebnisse keine voll-
standige Korrektheit garantiert werden. Alle Arbeiten erfolgten eigenstiandig mit Open-
Source-Software. Der Code dient als Referenz fiir Lehre und Forschung.

Besonderer Dank gilt Professor Mario Kummer fiir seine Unterstiitzung.

English: This article shows how Julia and computer algebra tools classify topological
types of real cubic surfaces in projective space. The code extends https://mathrepo.
mis.mpg.de/27pAdicLines/JuliaCode.html and was developed during an internship at
the Institute of Geometry, TU Dresden (June 23 — July 4, 2025).

It includes singularity computation, smoothness checks, and counting connected com-
ponents, with five examples.

Complete correctness isn’t guaranteed beyond verified linear transformations. Work
was done independently using open-source software. The code supports teaching and
research.

Thanks to Professor Mario Kummer for his support.

Pycckmit: B aroit ctaTrbe moKa3aHo, KaK ¢ MOMOIIBIO sI3bIKa TporpaMmupoBanus Julia
7 OMOJIMOTEK KOMITBIOTEPHOM areOphl MOXKHO KJIACCHUMDUIUPOBATH TOIOJOTUIECKUE TH-
bl JefICTBUTEIbHBIX KyOMYeCKUX IOBEPXHOCTEN B MPOEKTUBHOM npocrpancTse. Ko sB-
JisieTcsl pacmupenueM https://mathrepo.mis.mpg.de/27pAdicLines/JuliaCode.html
u 6bL1 paspaboTaH BO BpeMsi cTaxKupoBku B TexHudeckom yHubepcutere Jpesnena (23
utonst — 4 monga 2025 rozga).

B pabore paccmaTpuBarOTCs BBIYHCIEHAE OCOOEHHOCTEMH, TPOBEPKA IJIAJKOCTH U II0JI-
CUY€T CBSI3HBIX KOMIIOHEHTOB Ha MPUMEPE ISATH CJIyIaeB.

[TonHasi KOPPEKTHOCTH PE3YJIbTATOB, KPOME IIPOBEPEHHBIX JIMHEHHBIX IPeo0paszoBa-
Huil, He rapaHTupyercs. PaboTa BBITOJIHEHA CAMOCTOSTEIHHO C HMCIOJIH30BAHUEM IPO-
rPAMMHOTO ODECIIEYEHNs ¢ OTKPBITHIM UCXOIHBIM KomoM. Ko1 ipeiHazHateH s NCosb-
30BaHUs B IIPEOJIABAHIY U HAYIHBIX HCCIIEIOBAHUSIX.

Ocobas 6iraromapraocts 1poceccopy Mapro Kymvepy 3a mojjepxKKy.
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1 Fragebeschreibung

Ich habe folgend kubische homogenes Polynom, und ich muss den Julia-Code im angegebenen
Link verwenden, um die topologische Struktur zu bestimmen, die diesen kubischen homogenes
Polynom entspricht

1. Fi(z,y,z,w) =T2%23 + 1152422y — 96 x xy> — 1664 % 3> + 322 2 — 90w * y *
=408 % y? % 2 + 9% m % 22 + 32 % y * 2% 4 300 * 22 x w — 1368 * z * y x w — 3008 * y? *
w—382xyxzxw+23% 22 xw — 408 x z * w? — 1480 * y * w? — 67 * z x w? — 220 * w>

2. Fy(z,y, z,w) = 2052% 23 — 162522 %y +1800x 2 +y% — 3680513 +2853 122 % 2 — 14T6* T+ 1y* 2 —
4964%y% %2 —3114x 2% 22+ 376 % y* 22 +-645% 23+ 189022 xw+ 3768 x 2 xy*+w —9976%y% xw —
2580 % 1% 2 ¥ 1w —AT28%y % 2% w4664 22 xw +444* xxw? — 5638y xw? — T93% 2z xw? — 866 xw?

3. F3(z,y, z,w) = 621 %23 + 2619 % 22 %y — 1800 * = * > — 3040 % y> + 315 % 22 % 2 + 618 * T *
yxz— 121252 % 2+ 1Td* 2% 22 + 1725 y* 22 + 1152 % 22 % w — 24 x vy w — 4328 xy% xw +
306 % 2% 2% w — 650y * 2k w4 38% 22k w451k xxw? — 1907+ y*w? — 97T * 2 xw? — 256 x w3

Ich muss zunéchst feststellen, ob dieses Polynom smooth (glatt) ist oder nicht, eine ku-
bische Fliche ist nur dann eine del Pezzo-Fléche, wenn sie smooth (glatt) ist. z.B

Wenn dieses Gleichungssystem keine reelle Losung auf P3(R) hat, dann ist es F; smooth
(glatt). Ich nehme mal an, dass diese alle drei Polynome smooth (glatt) sind. Glatt bedeutet
in dem Zusammenhang von del Pezzo Flichen, dass gar keine singuldren Punkte existieren -
auch keine komplexen.

2 Homogenes Polynom F}

Was ich schon bekommt habe sind folgend

Tracking 81 paths... 1007 |#####a#asaHassddadadtatata##t###| Time: 0:00:10
# paths tracked: 81
# non-singular solutions (real): 27 (27)
# singular endpoints (real): 0 (0
# total solutions (real): 27 (27)

Das ist schon ziemlich sehr klar, das bedeutet

e Es wurden insgesamt 81 Pfade verfolgt (entspricht der theoretischen Anzahl der Lo-
sungen des Systems, einschlieflich komplexer und reeller Losungen), der Algorithmus
wurde vollstdndig ausgefiihrt.

e 81 Pfade wurden verfolgt, wie oben angegeben.

e Es wurden 27 nicht-singulédre reelle Losungen gefunden, und alle 27 sind nicht-singulér.
e Es gibt keine singuléren reellen Lésungen

e Die Gesamtanzahl der reellen Losungen betragt 27

Von dem Corollary 3.3"des The antibirational involutions of the plane and the classifi-
cation of real del Pezzo surfaces"|Rus02| konnen wir wissen, dass die topologische Struktur
#7RP2. Julia Code ist in den néchst Seite
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using HomotopyContinuation
using Distributions

HomotopyContinuation.@var(x,y,z,w)
HomotopyContinuation.@var(a,b,c,d)

function fixedCubicSurface ()
return 72%x~3 + 1152*x72%y - 96*x*y~2 - 1664*y~3 +

3*xx72%z - 90*x*xy*z - 408*%y~2xz + 9*x*z~2 + 32%xy*xz~2 +

300*xx~2*%w - 1368*xx*y*w - 3008*xy~2*xw - 382*y*zxw +
23*xz"2%w - 408*%x*w~2 - 1480*y*xw~2 - 67*z*w~2 - 220%w"3
end
function reallLineCounts (lambda, M)

results = Dict ([3=>0.0, 7=>0.0, 15=>0.0, 27=>0.0]1);
for i in 1:M
bool = true
while bool
f = fixedCubicSurface();
g0 = subs(f, [x,y,z,w] => [a, c, 1, 01);
gl = subs(f, [x,y,z,w] => [a+b, c+d, 1, 1]);
g2 = subs(f, [x,y,z,w] => [a-b, c-d4, 1, -11);
g3 = subs(f, [x,y,z,w] => [b, 4, 0, 11);
S = System([g0,gl,g2,g3]);
A = solve(S);
r = size(real_solutions(A))[1];
if !'(r in [3,7,15,27])
bool = true
else
bool = false;
results[r] += 1;
end;
end;
end;
return results;
end;
M = 10000
1 = 1/100
results = reallLineCounts(l, M);
println(results)

3 Homogenes Polynom Fj

Mit Gleich Methode kénnen wir die folgend Ausgabe bekommen, nur die Reihe 8 bis 11

verdndern
Tracking 81 paths... 1007 |########a##au##a#dnsdas#a###4#| Time: 0:00:04
# paths tracked: 81
# non-singular solutions (real): 27 (27)
# singular endpoints (real): 0 (0)
# total solutions (real): 27 (27)

Das bedeutet,
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e Es wurden insgesamt 81 Pfade verfolgt (entspricht der theoretischen Anzahl der Lo-

sungen des Systems, einschlieflich komplexer und reeller Losungen), der Algorithmus
wurde vollstdndig ausgefiihrt.

e 81 Pfade wurden verfolgt, wie oben angegeben.
e Es wurden 27 nicht-singuldre Losungen gefunden, davon sind 27 reell.
e Es gibt keine singuldren Endpunkte (Losungen), weder reell noch komplex.

e Die Gesamtanzahl der reellen Losungen betrégt 27 (davon 27 reell).

Nun kénnen wir wissen, dass die topologische Struktur #7RP?.

4 Homogenes Polynom Fj3
Tracking 81 paths... 1007 |#########HSHH#AM#AM##S#H#S######| Time: 0:00:04
# paths tracked: 81
# non-singular solutions (real): 27 (27)
# singular endpoints (real): 0 (0)
# total solutions (real): 27 (27)

Das bedeutet,

e Es wurden insgesamt 81 Pfade verfolgt (entspricht der theoretischen Anzahl der Lo-

sungen des Systems, einschlieflich komplexer und reeller Losungen), der Algorithmus
wurde vollstindig ausgefiihrt.

e 81 Pfade wurden verfolgt, wie oben angegeben.

e Es wurden 27 nicht-singulére Losungen gefunden, davon sind 27 reell.

e Es gibt keine singuldren Endpunkte (Losungen), weder reell noch komplex.

e Die Gesamtanzahl der reellen Losungen betrégt 27 (davon 27 reell).

5

Nun kénnen wir wissen, dass die topologische Struktur #7RP?.

Homogenes Polynom Fj}

Diese alle sind #7RP?. Diese sind nicht so charakteristisch, deswegen habe ich die unten
Beispiel ausgedacht.

1. Fy(x,y,z,w) = F3(z,y, 2, w)+256xw3 = 62123 +2619% 22 %y — 18002 xy? — 3040+ 1> +

315% %% 24+618%wxy*z— 12125y % 24+ 174% % 22 +1T2xyx 22 +1152% 2% % w — 24 % x ¥y w—
4328 %92 xw +306% % 2k w — 650% Y * 2 x w4 38 % 22k w + 51 xxw? — 1907 xy*xw? — 97 * 2 ¥ w?

H O H H

Tracking 81 paths... 1007 |#####a#a#a#S#S# MM HA#S#######| Time: 0:00:010
paths tracked: 81

non-singular solutions (real): 27 (3)

singular endpoints (real): 0 (0)

total solutions (real): 27 (3)

Das bedeutet,

e Es wurden insgesamt 81 Pfade verfolgt (entspricht der theoretischen Anzahl der Lo-

sungen des Systems, einschlieklich komplexer und reeller Losungen), der Algorithmus
wurde vollstdndig ausgefiihrt.




—
QSOOI Uk W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

e 81 Pfade wurden verfolgt, wie oben angegeben.

e Es wurden 27 nicht-singuldre Losungen gefunden, davon sind 3 reell.

e Es gibt keine singuldren Endpunkte (Losungen), weder reell noch komplex.
e Die Gesamtanzahl der reellen Losungen betrégt 27 (davon 3 reell).

Nun kénnen wir wissen, dass die topologische Struktur #RP? oder RP? U S2. ich werde
dannach bestimmen, welsche es ist.

Um zu entscheiden, ob es sich um #RP? oder um RP?11S2? handelt, kénnen wir versuchen
zu Uberpriifen, ob die reellen Losungen alle in einer Ebene liegen. Das bedeutet, dass die
drei reellen Losungen drei Geraden entsprechen. Wir &ndern daher den Julia-Code so ab,
dass er die Gleichungen dieser drei Geraden ausgibt, damit wir iiberpriifen kénnen, ob sie in
einer gemeinsamen Ebene liegen. Auch wenn wir aufgrund der begrenzten Genauigkeit von
Computern nicht mit absoluter Sicherheit feststellen konnen, ob die Geraden koplanar sind,
konnen wir zumindest beurteilen, ob sie windschief (d.h. nicht in einer Ebene) sind.

Auf RP? 1 S2 existieren in dem S2-Teil keine reellen Geraden, daher kénnen alle reellen
Geraden nur im RP%-Teil liegen. Wenn wir also auf RP? L1 S? drei verschiedene reelle Geraden
finden, dann miissen sie alle im RP?-Teil liegen. Da RP? eine ganz speziell an den Eigenschaften
hat, liegen drei Geraden darin notwendigerweise in einer gemeinsamen Ebene.

Ich habe den Code gedndert. Die Ausgabe sieht jetzt wie folgt aus:

Insgesamt 3 reelle Geraden gefunden.

Reelle Gerade Nr. 1:
Gleichung 1: -0.213808519127661*w + 0.684791593501686%*x
+ 0.345995122285053*xy + 0.604676579646351%z = 0
Gleichung 2: 0.808239218733016*w + 0.272505815030036%*x
+ 0.442912421042277xy - 0.276258091941447%z = 0

Reelle Gerade Nr. 2:

Gleichung 1: -0.350317042954575*w + 0.0483254543498994%*x
+ 0.86478485586579*y + 0.356496525849304*z = 0

Gleichung 2: 0.812261897004688*w + 0.239542513259883%*x

+ 0.439258341318511*y - 0.299836796603745*%z = 0

Reelle Gerade Nr. 3:

Gleichung 1: -0.317313737336273*w - 0.764975611629068*x
+ 0.5481044807965*xy + 0.117071703845205*%z = 0

Gleichung 2: 0.763278109248239*w + 0.0532094551211621*x
+ 0.577125063336332*y - 0.285485451638394*z = 0

Dann bekommt man die Linear bekommen

—0.6245 0.2585 —0.2684 0.9330 —0.0069 0.6411
0.2458 —0.7897 —0.3705 —0.2169 —0.2773 —0.6093
Xi=7r1| gers0 | 772 03201 [ X2 =5 ossro | T2 01704 | X3 =8| 09407 | T2 | —0.1038
0.3066 0.4550 —0.0482 —0.2241 —0.1451 0.4548

Es ist leicht zu erkennen, dass sich diese drei Geraden nicht schneiden, daher liegen sie nicht in einer

gemeinsamen Ebene, weshalb die topologische Struktur ist.

Ich habe den Julia-Code verédndert, es sieht wie unten aus
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using HomotopyContinuation
using LinearAlgebra

Q@var X y 2 W
OGvar a b c d

function festeKubischeFlaeche ()
return 621*x"3+2619*xx"2%y-1800%x*y~2-3040%y~3+315*%x"2*xz+
618*x*y*z-1212%y 2% z+174*xx*z2 " 2+172*xy*xz~2+1152*x"2%w-

24xx*y*w-4328*%y " 2*xw+306*%x*z*xw-650*y*z*w+38*z"2%w+
51xx*w~2-1907*y*xw"2-97*z*w"~2

end

function reallineEquations ()

f = festeKubischeFlaeche ()
g0 = subs(f, [x,y,z,w] => [a, c, 1, 0])
gl = subs(f, [x,y,z,w] => [a + b, ¢ +d, 1, 1])
g2 = subs(f, [x,y,z,w] => [a - b, ¢ - d, 1, -11)
g3 = subs(f, [x,y,z,w] => [b, d, 0, 11)
S = System([g0, gil, g2, g31)
result = solve(S)
vars = variables(S)
real_sols = real_solutions(result)
println("\n Insgesamt $(length(real_sols)) reelle Geraden gefunden.\n")
for (index, sol) in enumerate(real_sols)
a_val = sol[findfirst(==(a), vars)]
b_val = sol[findfirst (==(b), vars)]
c_val = sol[findfirst (==(c), vars)]
d_val = sol[findfirst (==(d), vars)]
P1 = [a_val, c_val, 1.0, 0.0]
P2 = [a_val + b_val, c_val + d_val, 1.0, 1.0]
V = hcat(P1, P2)
N = nullspace (V)
println("Reelle Gerade Nr. $(index):")
for i in 1:size (N, 2)
coeffs = N[:, il
equation = coeffs[1]*xx + coeffs[2]*y + coeffs[3]*z + coeffs[4]*w
println(" Gleichung $i: $equation = 0O")
end
println("-------- \n")
end
end
reallineEquations ()

Wir kénnen ebenso den Rang der folgenden Matrix B berechnen. Der Rang dieser Matrix entspricht
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genau dem p(Xg) aus Korollar 3.3 im Buch The antibirational involutions of the plane and the
classification of real del Pezzo surfaces"von Autor Francesco Russo [Rus02].

3 1 1 1
1
1 A (1)
1
und A = (a;j)1<i,j<r damit ist r die Anzahl von reelle Geraden L1, Lo, ...... L, Dann

(L”:—l
Qi = \LlﬂLJ|,17é]

3 1 1 1 3 1 1 1
1 -1 0 0 0o -4 -+ -4
frd frnd 3
Bi=1, 10:>Bloo_§_% (2)
1 0 0 -1 0 0 -2
deswegen rank(B;) = p(Xg) = 4, dann ist es #RP?
6 Homogenes Polynom Fj
F ist eine Beispiel aus [Hakul]
h=x3 — 20227 + 223 + 23) + 2 + x5
=2 — (2% + 222 + w?) + 3 + y2?
Tracking 81 paths... 1007 |########u##auHHatdnsAas#aa##4#| Time: 0:00:04
# paths tracked: 81
# non-singular solutions (real): 21 (3)
# singular endpoints (real): 0 (0)
# total solutions (real): 21 (3)
Insgesamt 3 reelle Geraden gefunden.
Reelle Gerade Nr. 1:
Gleichung 1: -0.133808283664909*w - 0.965450849718747*x -
0.223606797749979*y = 0
Gleichung 2: 0.481762745781211*w + 0.133808283664909*x -
0.866025403784439%y - 2.77555756156289e-17*z = 0
Reelle Gerade Nr. 2:
Gleichung 1: 0.133808283664909*w - 0.965450849718747*x -
0.223606797749979%y = 0
Gleichung 2: 0.481762745781211*w - 0.133808283664909*x +
0.866025403784439*y + 2.77555756156289e-17*z = 0
Reelle Gerade Nr. 3:
Gleichung 1: -1.0xx = 0
Gleichung 2: -1.0xy = 0
Dann bekommt man die Linear bekommen
0.0000 —0.2236 0.0000 0.2236 0.0000
X, — 0.0000 . 0.4472 X, — s —0.0000 L —0.4472 X — ¢ 0.0000 e
'] 1.0000 >{ 0.0000 [ 71| 1.0000 21 0.0000 |~ " | 1.0000 2
0.0000 0.8660 —0.0000 —0.8660 0.0000

Das ist sehr deutlich, dass diese drei Linear Schnittpunkt haben. deswegen ist es




Wir kénnen auch mit Matrix machen

3 1 1 1 301 1 1
1 -1 1 1 0o -4 2 2
_ — 3 3 3
Bo=11 1 1 1 |=B=g ¢ I 1 (3)
1 1 1 -1 0 0 0 0

deswegen rank(By) = p(Xg) = 3, dann ist es RP* L S?
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